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S a ž e t a k 
Optimizacija portfolija vrijednosnih papira je složen 
i izazovan zadatak. Za njegovo rješenje potrebna su 
znanja iz više znanstvenih disciplina. Posebno se mogu 
naglasiti i izdvojiti ekonomska znanja o financijskim 
tržištima, modeliranju i optimizaciji. Dva su istodobna 
cilja: maksimizirati prinose portfolija i minimizirati rizik 
ulaganja. Zato je nužno promatrati i analizirati financijska 
tržište i na temelju podataka o prinosima vrijednosnih 
papira selektirati portfolijo koji će osigurati investitorima 
zadovoljavajuće prinose i prihvatljive rizike. Takav 
istraživački zadatak se matematički rješava kvadratnim 
programiranjem. U radu je analiziran i prikazan 
drugačiji pristup optimizaciji portfolija vrijednosnih 
papira uporabom genetičkog algoritma. Razvijeno i 
implementirano je posebno softversko rješenje koje 
investitoru predlaže portfolijo, a potom i relativni udjel 
svakog vrijednosnog papira u portfoliju. 
A b s t r a c t
Portfolio optimization of securities is very complex and 
challenging task where is needed integrated knowledge 
of different scientific disciplines for successful solution. 
Especially may be extracted and stressed economic 
knowledge which tends to maximize portfolio returns 
and minimize investment risk at the same time. It is 
necessary to monitor and analyze financial market 
and based on data about securities returns to select the 
portfolio which ensures satisfactory return and acceptable 
risk. In mathematical sense the problem may be solved 
by quadratic programming. In these paper is presented 
another approach to portfolio optimization problem 
using natural methods in form of genetic algorithm. It is 
developed and implemented especially software solution 
that proposes to investor weights of each one security in 
portfolio.
1. UVOD
Teorija financijski rizik uvijek povezuje s 
prosječnim kvadratnim odstupanjem prinosa od 
njihova prosjeka. Ta mjera se naziva varijanca. Veće 
vrijednosti varijance ili njezina drugog korijena 
(standardne devijacije) indikator su većeg rizika, 
a manja standardna devijacija znači i manji rizik 
ulaganja. Rizik i standardna devijacija su izravno 
proporcionalni. Zato je složenost problema 
optimalnog portfolija posljedica ekonomske logike 
koja manji rizik uvijek povezuje s manjim prinosima, 
manjom dobiti ili profitabilnosti. Postavlja se zato 
više pitanja. Kako maksimizirati prinos portfolija 
za unaprijed prihvaćeni rizik izražen standardnom 
devijacijom prinosa vrijednosnih papira u portfoliju? 
Kako minimizirati rizik za unaprijed određen 
prinos portfolija? Koji je najbolji i najprihvatljiviji 
odnos između rizika i očekivanog povrata 
portfolija? Iz takvih pitanja slijede dva kvantitativna 
cilja: minimizacija rizika i maksimizacija prinosa 
portfolija. Odgovoriti na postavljena pitanja i 
pronaći rješenja jedino je moguće ako se prikaže 
i analizira matematički model koji izračunava 
očekivani povrat i standardnu devijaciju portfolija 
kao mjeru rizika ulaganja u vrijednosne papire.
2. OPTIMIZACIJA PORFOLIJA
Portfolijo vrijednosnih papira čine vrijednosni 
papiri čiji je prosječni povrat R1, R2, R3,…,Rn i njihovi 
udjeli u portfoliju w1, w2, w3,…, wn respektivno. 
Očekivani povrat portfolija (Rp) je:
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gdje je:
Rp = povrat portfolija n vrijednosnih papira
wi = udjel i-tog vrijednosnog papira u portfoliju 
().
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optimalnog  portfolija  posljedica    ekonomske  logike 
koja manji rizik uvijek povezuje s manjim prinosima, 
manjom dobiti ili profitabilnosti. Postavlja se zato više 
pitanja.  Kako  maksimizirati  prinos  portfolija  za 
unaprijed  prihvaćeni  rizik  izražen  standardnom 
devijacijom prinosa vrijednosnih papira u portfoliju? 
Kako minimizirati  rizik  za unaprijed određen prinos 
portfolija?  Koji  je  najbolji  i  najprihvatljiviji  odnos 
između  rizika  i  očekivanog  povrata  portfolija?  Iz 
takvih  pitanja  slijede  dva  kvantitativna  cilja: 
minimizacija rizika  i maksimizacija prinosa portfolija. 
Odgovoriti  na  postavljena  pitanja  i  pronaći  rješenja 
jedino  je  moguće  ako  se  prikaže  i  analizira 
matematički model koji izračunava očekivani povrat i 
standardnu  devijaciju  portfolija  kao  mjeru  rizika 
ulaganja u vrijednosne papire. 
2. OPTIMIZACIJA PORFOLIJA 
Portfolijo  vrijednosnih papira  čine  vrijednosni papiri 
čiji je prosječni povrat R1, R2, R3,…,Rn i njihovi udjeli u 
portfoliju  w1,  w2,  w3,…,  wn  respektivno.  Očekivani 
povrat portfolija (Rp) je: 
i
n
1=i
ip R∑w=R         (1) 
gdje je: 
     Rp  = povrat portfolija n vrijednosnih papira 
     wi    =  udjel  i‐tog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 1=∑w
n
1=i
i ). 
     Ri    =  očekivani  prinos  i‐tog  vrijednosnog 
papira u portfoliju. 
Izračunati  povrat  portfolija  nije  složen  zadatak. 
Međutim,  izračunati standardnu devijaciju porfolija je 
složeniji  postupak  jer  ona  nije  aritmetička  sredina 
standardnih  devijacija  vrijednosnih  papira  u 
portfoliju. Bez sofisticirane analize se  takav pogrešan 
zaključak može prihvatiti  ispravnim  rješenjem. Kako 
se  onda  izračunava  standardna  devijacija  portfolija  
(kako  se  određuje  rizik  ulaganja  u  portfolijo)?  Prvo 
ćemo  analizirati  najjednostavniji  portfolijo,  a  njega 
čine  samo  dva  vrijednosna  papira  s  prosječnim 
povratima R1 i R2, relativnim udjelima u portfoliju w1 i 
w2  i  standardnim  devijacijama  σ1  i  σ2.      Varijanca 
portfolija je očekivana vrijednost: 
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gdje je  
2
pσ = varijanca portfolija 
2
1σ = varijanca prvog vrijednosnog  papira 
=σ 22  varijanca drugog vrijednosnog papira 
1w =    relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju 
2w =  relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 12 w-1=w ) 
 
Nakon deriviranja (2) po  1w dobivamo: 
Ri = očekivani prinos i-tog vrijednosnog papira u 
portfoliju.
Izračunati povrat portfolija nije složen zadatak. 
Međutim, izračunati standardnu d vijaciju porfolija 
je složeniji postupak jer ona nije aritmetička 
sredina standardnih devijacija vrijednosnih papira 
u portfoliju. Bez sofisticirane analize se takav 
pogrešan zaključak može prihvatiti ispravnim 
rješenjem. Kako se onda izračunava standardna 
devijacija portfolija (kako se određuje rizik ulaganja 
u portfolijo)? Prvo ćemo analizirati najjednostavniji 
portfolijo, a njega čine samo dva vrijednosna papira 
s prosječnim povratima R1 i R2, relativnim udjelima 
u portfoliju w1 i w2 i standardnim devijacijama σ1 i 
σ2. Varijanca portfolija je očekivana vrijednost:
Nakon deriviranja (2) po w1 dobivamo:
Rješavanjem jednadžbe (3) po w1 dobivamo:
Koeficijent korelacije p između dva vrijednosna papira se izračunava kao omjer njihovih kovarijanci
(
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Rješavanjem jednadžbe (3) po w1 dobivamo: 
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Koeficijent  korelacije  ρ   između dva vrijednosna papira  se  izračunava  kao  omjer njihovih  kovarijanci    ( 12σ )  i 
standardnih devijacija  1σ  i  2σ  tj. 
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Na  temelju  jednadžbe  (5)  slijedi  da  će  varijanca  biti 
najmanja za  -1=ρ  a najveća za  1+=ρ . 
Navedene  zaključke  ćemo  ilustrirati  jednim 
primjerom.  Pretpostavimo  da  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog  papira  221 )7.0(=σ ,  varijanca  drugog 
22
2 )4.0(=σ ,  a  koeficijent  korelacije  povrata  ta  dva 
vrijednosna papira je pozitivan i iznosi  0.5=ρ . 
Relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  koji 
minimizira varijancu (minimizira rizik) je: 
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Ako vrijednost za udjel prvog vrijednosnog papira uvrstimo u jednadžbu (2) onda je varijanca portfolija: 
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Varijanca  portfolija  je  15,89%  dok  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog papira 70% a drugog 40%. 
Glavni  ulazni  podaci  u  Markowitz‐u  modelu 
optimizacije portfolija su očekivani prinosi i varijanca 
očekivanih  prinosa  vrijednosnih  papira.  U  realnoj 
situaciji investitorima stoje na raspolaganju ulaganja u 
više  od  dva  vrijednosna  papira.  Potrebno  je  donijeti 
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Na  temelju  jednadžbe  (5)  slijedi  da  će  varijanca  biti 
najmanja za  -1=ρ  a najveća za  1+=ρ . 
Navedene  zaključke  ćemo  ilustrirati  jednim 
primjerom.  Pretpostavimo  da  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog  papira  221 )7.0(=σ ,  varijanca  drugog 
22
2 )4.0(=σ ,  a  koeficijent  korelacije  povrata  ta  dva 
vrijednosna papira je pozitivan i iznosi  0.5=ρ . 
Relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  koji 
minimizira varijancu (minimizira rizik) je: 
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Ako vrijednost za udjel prvog vrijednosnog papira uvrstimo u jednadžbu (2) onda je varijanca portfolija: 
 
1589,0=0133.0+1444.0+0012.0=
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Varijanca  portfolija  je  15,89%  dok  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog papira 70% a drugog 40%. 
Glavni  ulazni  podaci  u  Markowitz‐u  modelu 
optimizacije portfolija su očekivani prinosi i varijanca 
očekivanih  prinosa  vrijednosnih  papira.  U  realnoj 
situaciji investitorima stoje na raspolaganju ulaganja u 
više  od  dva  vrijednosna  papira.  Potrebno  je  donijeti 
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Koeficijent  korelacije  ρ   između dva vrijednosna papira  se  izračunava  kao  omjer njihovih  kovarijanci    ( 12σ )  i 
standardnih devijacija  1σ  i  2σ  tj. 
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Na  temelju  jednadžbe  (5)  slijedi  da  će  varijanca  biti 
najmanja za  -1=ρ  a najveća za  1+=ρ . 
Nave ene  zaključke  ćemo  ilustrirati  jednim 
primjerom.  Pretpostavimo  da  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog  papira  221 )7.0(=σ ,  varijanca  drugog 
22
2 )4.0(=σ ,  a  koeficijent  korelacije  povrata  ta  dva 
vrijednosna papira je pozitivan i iznosi  0.5=ρ . 
Relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  koji 
minimizira v rija cu (minimizira rizik) je: 
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Ako vrijednost za udjel prvog vrijednosnog papira uvrstimo u jednadžbu (2) onda je varijanca portfolija: 
 
1589,0=0133.0+1444.0+0012.0=
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Varijanca  portfolija  je  15,89%  dok  je  varijanca  prvog 
vrije nosnog p pira 70% a drugog 40%. 
Glavni  ulazni  podaci  u  Markowitz‐u  modelu 
optimizacije portfolij  su očekiv ni prinosi i varijanca 
očekivanih  prinosa  vrijednosnih  papira.  U  realnoj 
situaciji investitorima stoje n  raspolaga ju ulaganj  u 
više  od  dva  vrijed osna  papira.  Potrebno  je  do ijeti 
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Rješavanjem jednadžbe (3) po w1 dobivamo: 
)4(
σ2-σ+σ
σ-σ
=w
12
2
2
2
1
12
2
2
1  
Koeficijent  r l cij   ρ   između dva vrijednosna  apira  se  izračunava  kao  omjer nji ovih  kovarijanci    ( 12σ )  i 
standardnih devijacija  1σ  i  2σ  tj. 
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Na  temelju  jednadžbe  (5)  slijedi  da  će  varijanca  biti 
najmanja za  -1=ρ  a najveća za  1+=ρ . 
Navedene  zaključke  ćemo  ilustrirati  jednim 
primjerom.  Pretpostavimo  da  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog  papira  221 )7.0(=σ ,  varijanca  drugog 
22
2 )4.0(=σ ,  a  koeficijent  korelacije  povrata  ta  dva 
vrijednosna papira je pozitivan i iznosi  0.5=ρ . 
Relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  koji 
minimizira varijancu (minimizira rizik) je: 
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Ako vrijednost za udjel prvog vrijednosnog papira uvrstimo u jednadžbu (2) onda je varijanca portfolija: 
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Varijanca  portfolija  je  15,89%  dok  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog papira 70% a drugog 40%. 
Glavni  ulazni  podaci  u  Markowitz‐u  modelu 
optimizacije portfolija su očekivani prinosi i varijanca 
očekivanih  prinosa  vrijednosnih  papira.  U  realnoj 
situaciji investitorima stoje na raspolaganju ulaganja u 
više  od  dva  vrijednosna  papira.  Potrebno  je  donijeti 
Brano Markić 
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primjerom.  Pr tpostavimo  da  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog  papira  221 )7.0(=σ ,  varijanca  drugog 
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vrijednosna papira je pozitiv n i iznosi  0.5=ρ . 
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Varija ca  portfolij   je  15,89%  d k je  varijanca  prvog 
rijed osnog papira 70%   drugog 40%. 
Glavni  ulazni  pod ci  u  Markowitz‐u  model  
ptimizacije  ortfolija su očekivani  rinosi i va ij nca 
očekivan h  pr nosa  vrijed osnih  p pira.  U  realnoj 
situaciji in estitorima  toje na r p lag nju ulaganja u 
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koja manji rizik uvijek povezuje s manjim prinosima, 
manjom dobiti ili profitabilnosti. Postavlja se zato više 
pitanja.  Kako  maksimizirati  prinos  portfolija  za 
unaprijed  prihvaćeni  rizik  izražen  standardnom 
devijacijom prinosa vrijednosnih papira u portfoliju? 
Kako minimizirati  rizik  za unaprijed određen prinos 
portfolija?  Koji  je  najbolji  i  najprihvatljiviji  odnos 
između  rizika  i  očekivanog  povrata  portfolija?  Iz 
takvih  pitanja  slijede  dva  kvantitativna  cilja: 
minimizacija rizika  i maksimizacija prinosa portfolija. 
Odgovoriti  na  postavljena  pitanja  i  pronaći  rješenja 
jedino  je  moguće  ako  se  prikaže  i  analizira 
matematički model koji izračunava očekivani povrat i 
standardnu  devijaciju  portfolija  kao  mjeru  rizika 
ulaganja u vrijednosne papire. 
2. OPTIMIZACIJA PORFOLIJA 
Portfolijo  vrijednosnih papira  čine  vrijednosni papiri 
čiji je prosječni povrat R1, R2, R3,…,Rn i njihovi udjeli u 
portfoliju  w1,  w2,  w3,…,  wn  respektivno.  Očekivani 
povrat portfolija (Rp) je: 
i
n
1=i
ip R∑w=R         (1) 
gdje je: 
     Rp  = povrat portfolija n vrijednosnih papira 
     wi    =  udjel  i‐tog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 1=∑w
n
1=i
i ). 
     Ri    =  očekivani  prinos  i‐tog  vrijednosnog 
papira u portfoliju. 
Izračunati  povrat  portfolija  nije  složen  zadatak. 
Međutim,  izračunati standardnu devijaciju porfolija je 
složeniji  postupak  jer  ona  nije  aritmetička  sredina 
standardnih  devijacija  vrijednosnih  papira  u 
portfoliju. Bez sofisticirane analize se  takav pogrešan 
zaključak može prihvatiti  ispravnim  rješenjem. Kako 
se  onda  izračunava  standardna  devijacija  portfolija  
(kako  se  određuje  rizik  ulaganja  u  portfolijo)?  Prvo 
ćemo  analizirati  najjednostavniji  portfolijo,  a  njega 
čine  samo  dva  vrijednosna  papira  s  prosječnim 
povratima R1 i R2, relativnim udjelima u portfoliju w1 i 
w2  i  standardnim  devijacijama  σ1  i  σ2.      Varijanca 
portfolija je očekivana vrijednost: 
[ ]
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2
pσ = varijanca portfolija 
2
1σ = varijanca prvog vrijednosnog  papira 
=σ 22  varijanca drugog vrijednosnog papira 
1w =    relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju 
2w =  relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 12 w-1=w ) 
 
Nakon deriviranja (2) po  1w dobivamo: 
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koja manji rizik uvijek povezuje s manjim prinosima, 
manjom dobiti ili profitabilnosti. Postavlja se zato više 
pitanja.  Kako  maksimizirati  prinos  portfolija  za 
unaprijed  prihvaćeni  rizik  izražen  standardnom 
devijacijom prinosa vrijednosnih papira u portfoliju? 
Kako minimizirati  rizik  za unaprijed određen prinos 
portfolija?  Koji  je  najbolji  i  najprihvatljiviji  odnos 
između  rizika  i  očekivanog  povrata  portfolija?  Iz 
takvih  pitanja  slijede  dva  kvantitativna  cilja: 
minimizacija rizika  i maksimizacija prinosa portfolija. 
Odgovoriti  na  postavljena  pitanja  i  pronaći  rješenja 
jedino  je  moguće  ako  se  prikaže  i  analizira 
matematički model koji izračunava očekivani povrat i 
standardnu  devijaciju  portfolija  kao  mjeru  rizika 
ulaganja u vrijednosne papire. 
2. OPTIMIZACIJA PORF LIJA 
Portfolijo  vrijednosnih papira  čine  vrijednosni papiri 
čiji je prosječni povrat R1, R2, R3,…,Rn i njihovi udjeli u 
portfoliju  w1,  w2,  w3,…,  wn  respektivno.  Očekivani 
povrat portfolija (Rp) je: 
i
n
1=i
ip R∑w=R         (1) 
gdje je: 
     Rp  = povrat portfolija n vrijednosnih papira 
     wi    =  udjel  i‐tog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 1=∑w
n
1=i
i ). 
     Ri    =  očekivani  prinos  i‐tog  vrijednosnog 
papira u portfoliju. 
Iz ačunati  p vr t  portfolija  nije  složen  zadatak. 
Međutim,  izračunati standardnu devijaciju porfolija je 
složeniji  postupak  jer  ona  nije  aritmetička  sredina 
standardnih  devijacija  vrijednosnih  papira  u 
portfoliju. Bez sofisticirane analize se  takav pogrešan 
zaključak može prihvatiti  ispravnim  rješenjem. Kako 
se  onda  izračunava  standardna  devijacija  portfolija  
(kako  se  određuje  rizik  ulaganja  u  portfolijo)?  Prvo 
ćemo  analizirati  najjednostavniji  portfolijo,  a  njega 
čine  samo  dva  vrijednosna  papira  s  prosječnim 
povratima R1 i R2, relativnim udjelima u portfoliju w1 i 
w2  i  standardnim  devijacijama  σ1  i  σ2.      Varijanca 
portfolija je očekivana vrijednost: 
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1w =    relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju 
2w =  relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 12 w-1=w ) 
 
Nakon deriviranja (2) po  1w dobivamo: 
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koja manji rizik uvijek povezuje s manjim prinosima, 
manjom dobiti ili profitabilnosti. Postavlja se zato više 
pitanja.  Kako  maksimizirati  prinos  portfolija  za 
unaprijed  prihvaćeni  rizik  izražen  standardnom 
devijacijom prinosa vrijednosnih papira u portfoliju? 
Kako minimizirati  rizik  za unaprijed određen prinos 
portfolija?  Koji  je  najbolji  i  najprihvatljiviji  odnos 
između  rizika  i  očekivanog  povrata  portfolija?  Iz 
takvih  pitanja  slijede  dva  kvantitativna  cilja: 
minimizacija rizika  i maksimizacija prinosa portfolija. 
Odgovoriti  na  postavljena  pitanja  i  pronaći  rješenja 
jedino  je  moguće  ako  se  prikaže  i  analizira 
matematički model koji izračunava očekivani povrat i 
standardnu  devijaciju  portfolija  kao  mjeru  rizika 
ulaganja u vrijednosne papire. 
2. OPTIMIZACIJA PORFOLIJA 
Portfolijo  vrijednosnih papira  čine  vrijednosni papiri 
čiji je prosječni povrat R1, R2, R3,…,Rn i njihovi udjeli u 
portfoliju  w1,  w2,  w3,…,  wn  respektivno.  Očekivani 
povrat portfolija (Rp) je: 
i
n
1=i
ip R∑w=R         (1) 
gdje je: 
     Rp  = povrat portfolija n vrijednosnih papira 
     wi    =  udjel  i‐tog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 1=∑w
n
1=i
i ). 
     Ri    =  očekivani  prinos  i‐tog  vrijednosnog 
pa ira u portfoli u. 
Izračunati  povrat  portfolija  nije  složen  zadatak. 
Međutim,  izračunati standardnu devijaciju porfolija je 
složeniji  postupak  jer  ona  nije  aritmetička  sredina 
standardnih  devijacija  vrijednosnih  papira  u 
portfoliju. Bez sofisticirane analize se  takav pogrešan 
zaključak može prihvatiti  ispravnim  rješenjem. Kako 
se  onda  izračunava  standardna  devijacija  portfolija  
(kako  se  određuje  rizik  ulaganja  u  portfolijo)?  Prvo 
ćemo  analizirati  najjednostavniji  portfolijo,  a  njega 
čine  samo  dva  vrijednosna  papira  s  prosječnim 
povratima R1 i R2, relativnim udjelima u portfoliju w1 i 
w2  i  standardnim  devijacijama  σ1  i  σ2.      Varijanca 
portfolija je očekivana vrijednost: 
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1w =    relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju 
2w =  relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 12 w-1=w ) 
 
Nakon derivir nja (2) po  1w dobivamo: 
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koja manji rizik uvijek povezuje s manjim prinosima, 
manjom dobiti ili profitabilnosti. Postavlja se zato više 
pitanja.  Kako  maksimizirati  prinos  portfolija  za 
unaprijed  prihvaćeni  rizik  izražen  standardnom 
devijacijom prinosa vrijednosnih papira u portf liju? 
Kako minimizirati  riz k  za unaprijed određen prinos 
portfolija? Koji  je  ajbolji  i  najprihvatljiviji  odnos 
između  rizika  i  oček vanog  povr ta  portf lija?  Iz 
takvih  p tanja  slijede  dva  kvantitativna cilja: 
minimiz cija rizika i maksim zacija prinosa portfolija. 
Odgovorit   na  postavljena  pitanja  i  pronaći  rješenja 
jedino  je  moguće  ako  se  prik že  i  analizir  
ate atički model koji izračun va očekivani povrat i 
standardnu devijaciju  portfolija  kao  mjeru  rizik  
ulaganja u vrijednosne papire. 
2. OPTIMIZACIJA PORF LIJA 
Portfolijo  vrijednosnih papira  čine  vrijednosni papiri 
čiji je prosječni povrat R1, R2, R3,…,Rn i njihovi udjeli u 
portfoliju  w1,  w2,  w3,…,  wn  respektivno.  Očekivani 
p vrat p rtfolija (Rp) je: 
i
n
1=i
ip R∑w=R         (1) 
gdje je: 
     Rp  = povrat portfolija n vrijednosnih papira 
     wi    =  udjel  i‐tog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 1=∑w
n
1=i
i ). 
     Ri    =  očekivani  prinos  i‐tog  vrijednosnog 
papira u p rtfol ju. 
Izračunati  povrat  portfolija  nije  složen  zadatak. 
Međutim,  izračunati standardnu devijaciju porfolija je 
složeniji  postupak  jer  ona  nije  aritmetička  sredina 
standardnih  devijacija  vrijednosnih  papira  u 
portfol ju. Bez sofis cir e analize se  takav pogrešan 
zaključak može prihvatiti  ispravnim  rješenjem. Kako 
e  onda  izračuna a  st ndardna  devijacija  portfolija  
(kako  se  određuje  r z k  ulaganja  u  portfolijo)?  Prvo 
ćemo  analizirati  najjednostavniji  portfolijo,  a  njega 
čine  samo  dva  rijednosna  papira  s  prosječnim 
povratima R1 i R2, relat vnim udjelima u portf liju w1 i 
w2  i  standardnim  devijacijama  σ1  i  σ2.      V rijanc  
portfolija je očekivana vrijed ost: 
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2
pσ = varijanca portfolija 
2
1σ = varijanca prvog vrijednosnog  papira 
=σ 22  varijanca drugog vrijednosnog papira 
1w =    relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju 
2w =  relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 12 w-1=w ) 
 
Nakon deriviranja (2) po  1w dobivamo: 
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pti lnog  portfolija posljedica    ekonoms e  logike 
koja  anji rizik uvijek povezuje s man im prin sima, 
m jom dobiti ili profitabilnosti. Postavlja  e zat  više 
pit nja.  Kako  maksim rati  prinos  portfolija  za 
unapr e   prihvaćen   rizik  izražen  standardnom 
devi c jo  prinosa vrijednosnih papira u p rtfoliju? 
K k  minimizirati  rizik  za unaprij d određen prinos 
portfolija?  Koji  je  na bolji  i  najprihvatljiviji  dnos 
između  rizik i  oče iv nog  o rata  portfolija?  Iz 
takvih  pitanja  slijede  dv   kvanti ativna  cilja: 
minimizacija rizika  i maksimizacija prinosa portfolija. 
Odgovoriti  a  postavljena  pitanja  i  pronaći  rješenja 
jedino  je  guće  o  se  prikaže  i analizira 
matematički model ko i iz ačun va očekiv ni povrat i 
sta dardnu  devijaciju  ortfolija  kao  mjeru  ri ika 
ulaganja u vrije nosne papire. 
2. OPTIMIZACIJA PORFOLIJA 
Portfolijo  vrijednosnih papira  čine  vrijednosni papiri 
čiji je prosječni povrat R1, R2, R3,…,Rn i  jihovi udjeli u 
po tfoliju  w1,  w2,  w3,…,  wn  respektivno.  Očekivani 
povrat portfolija (Rp) je: 
i
n
1=i
ip R∑w=R         (1) 
gdje je: 
     Rp  = povrat portfolija n vrijednosnih papira 
     wi    =  udjel  i‐tog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 1=∑w
n
1=i
i ). 
     Ri  =  očekivani  prinos  i‐tog  vrijednosnog 
papira u portfoliju. 
Izračunati  povrat  portfolija  nije  složen  za atak. 
Međut m,  izračunati sta dardnu devijac ju porfolija je 
složeniji  postupak  jer  o a  nije  aritmetička  sredina 
standardn h  devijacija  vrijednosnih  api a  u 
portfol ju. Bez sof sticira e analize se  takav pogrešan 
z ključak može prihvatiti  ispr v im  rješenjem. Kako 
se  nda  iz ač nava  stand rdn   d vijacija  portfolija  
(kako  se od eđuje  rizik  ul g nja  u p rtf lijo)?  Pr o 
ćemo  nalizirati  na jed ost vniji  portfolijo,  a  jega
čine  amo  dva vrijednosn   papira  s  prosječnim 
povra ima R1 i R2, relat vn m ud elima u portfoliju w1 i 
w2  i  standardnim  d v acijama  σ1  i  σ2.      Varija ca 
portfolija je očekivana  rijednost: 
[ ]
[ ]
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2
pσ = varijanca portfolija 
2
1σ = varijanca prvog vrijednosnog  papira 
=σ 22  varijanca drugog vrijed snog papira 
1w =    rel tivni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju 
2w =  relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 12 w-1=w ) 
 
Nakon deriviranja (2) po  1w dobivamo: 
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it j .    si i ir ti  ri s  rtf lij    
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  i i i ir ti  ri i     rij   r   ri s 
rtf lij ?  ji  j   j lji  i  j ri tlji iji  s 
i   ri i   i  č i   rat   rtf lij ?  I  
t i   it j   slij     tit ti   cilj : 
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riti    st lj   it j   i  r ći  rj š j  
j i   j   ć     s   ri   i  li ir  
t tič i  l  ji i r č a   č i i  r t i 
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rtf lij   rij s i   ir   či   rij s i  iri 
čiji j   r sj č i  r t  1,  2,  3, , n i  ji i  j li   
rtf lij   1,  2,  3, ,  n  r s ti .  č i i 
r t  rtf lij  ( p) j : 
i
n
1=i
ip         ( ) 
j  j : 
      p     r t  rtf lij     rij s i   ir  
      i      j l  i‐t   rij s   ir    
rtf lij  (
n
1=i
i ). 
      i      č i i  ri s  i‐t   rij s  
ir     ortf lij . 
I r č ti  r t  rtf lij   ij   sl   t . 
ti ,  i r č ti st r   ij cij   rf lij  j  
sl iji  st   j r    ij   rit tič   sr i  
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r ti   1 i  2, r l ti i   j li     rtf lij   1 i 
2  i  st r i   ij cij   1  i  2.      rij c  
rtf lij  j   č i   rij st: 
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optimalnog  portfolija  posljedica    ekonomske  logike 
koja manji rizik uvijek povezuje s manjim prinosima, 
manjom dobiti ili profitabilnosti. Postavlja se zato više 
pitanja.  Kako  maksimizirati  prinos  portfolija  za 
unaprijed  prihvaćeni rizik  izražen  standardnom 
devijacijom prinosa vrijednosnih papira u portfoliju? 
Kako minimizirati  rizik  za unaprijed određen prinos 
portfolija?  Koji  je  najbolji  i  najprihvatljiviji  odnos 
između  rizika  i  očekivanog  povrata  portfolija?  Iz 
takvih  pitanja  slijede  dva  kvantitativna  cilja: 
minimizacija rizika  i maksimizacija prinosa portfolija. 
Odgovoriti  na  postavljena  pitanja  i  pronaći  rješenja 
jedin   je  moguće  ako  se  prikaže  i  analizira 
matematički model koji izračunava očekivani povrat i 
standardnu  devijaciju  portfolija  kao  mjeru  rizika 
ulaganja u vrijednosne papire. 
2. OPTIMIZACIJA PORFOLIJA 
Portf l jo  v ijed osnih papi a  čine  rijednosni papiri 
čiji j  prosječni  ovrat R1, R2, R3,…,Rn i njihovi udjel  u 
portfoliju  w1,  w2,  w3,…,  wn  r spektivno.  Očekivani 
vrat portfol ja (Rp) je: 
i
n
1=i
ip R∑w=R         (1) 
gdje je: 
     Rp  = povrat portfolija n vrijednosnih papira 
     wi    =  udjel  i‐tog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 1=∑w
n
1=i
i ). 
     Ri    =  očekivani  prinos  i‐tog  vrijednosnog 
papira u portfoliju. 
Izračunati  povrat  portfolija  nije  složen  zadatak. 
Međutim,  izračunati standardnu devijaciju porfolija je 
složeniji  postupak  jer  ona  nije  aritmetička  sredina 
standardnih  devijacija  vrijednosnih  papira  u 
portfoliju. Bez sofisticirane analize se  takav pogrešan 
zaključak može prihvatiti  ispravnim  rješenjem. Kako 
se  onda  izračunava  standardna  devijacija  portfolija  
(kako  se  određuje  rizik  ulaganja  u  portfolijo)?  Prvo 
ćemo  analizirati  najjednostavniji  portfolijo,  a  njega 
čine  samo  dva  vrijednosna  papira  s  prosječnim 
povratima R1 i R2, relativnim udjelima u portfoliju w1 i 
w2  i  standardnim  devijacijama  σ1  i  σ2.      Varijanca 
portfolija je očekivana vrijednost: 
[ ]
[ ]
)2(σ)w-1(w2+σ)w-1(+σw=
σww2+σw+σw=
)μ -R)(μ -R(Eww2+)μ -R(Ew+)μ -R(Ew=
)μ -R(w+)μ -R(wE=)ER-R(E=σ
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gdje je  
2
pσ = varijanca portfolija 
2
1σ = varijanca prvog vrijednosnog  papira 
=σ 22  varijanca drugog vrijednosnog papira 
1w =    relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju 
2w =  relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  u 
portfoliju ( 12 w-1=w ) 
 
Nakon deriviranja (2) po  1w dobivamo: 
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Na temelju jednadžbe (5) slijedi da će varijanca 
biti najmanja za p=-1 a najveća za p=+1.
Navedene zaključke ćemo ilustrirati jednim 
primjerom. Pretpostavimo da je varijanca prvog 
vrijednosnog papira 
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)3(0=σ)w-1(2+σ)w-1(2+σw2=
w∂
)σ(∂
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Rješavanjem jednadžbe (3) po w1 dobivamo: 
)4(
σ2-σ+σ
σ-σ
=w
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2
2
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1  
Koeficijent  korelacije  ρ   između dva vrijednosna papira  se  izračunava  kao  omjer njihovih  kovarijanci    ( 12σ )  i 
standardnih devijacija  1σ  i  2σ  tj. 
21
12
σσ
σ
=ρ . Zato jednadžba (4) se može zapisati: 
)5(
σρσ2-σ+σ
σρσ-σ
=w
21
2
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21
2
2
1  
 
Na  temelju  jednadžbe  (5)  slijedi  da  će  varijanca  biti 
najmanja za  -1=ρ  a najveća za  1+=ρ . 
Navedene  zaključke  ćemo  ilustrirati  jednim 
primjerom.  Pretpostavimo    je  varijanca  prvog 
vrijednosnog  papira  221 )7.0(=σ ,  varijanca  drugog 
22
2 )4.0(=σ ,  a  koeficijent  korelacije  povrata  ta  dva 
vrijednosna papira je pozitivan i iznosi  0.5=ρ . 
Relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  koji 
minimizira varijancu (minimizira rizik) je: 
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Ako vrijednost za udjel prvog vrijednosnog papira uvrstimo u jednadžbu (2) onda je varijanca portfolija: 
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Varijanca  portfolija  je  15,89%  dok  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog papira 70% a drugog 40%. 
Glavni  ulazni  podaci  u  Markowitz‐u  modelu 
optimizacije portfolija su očekivani prinosi i varijanca 
očekivanih  prinosa  vrijednosnih  papira.  U  realnoj 
situaciji investitorima stoje na raspolaganju ulaganja u 
više  od  dva  vrijednosna  papira.  Potrebno  je  donijeti 
, varijanca drugog 
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Rješavanjem jednadžbe (3) po w1 dobivamo: 
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Koeficijent  korelacije  ρ   između dva vrijednosna papira  se  izračunava  kao  omjer njihovih  kovarijanci    ( 12σ )  i 
standardnih devijacija  1σ  i  2σ  tj. 
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=ρ . Zato jednadžba (4) se može zapisati: 
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Na  temelju  jednadžbe  (5)  slijedi  da  će  varijanca  biti 
najmanja za  -1=ρ  a najveća za  1+=ρ . 
Nav ene  zaključke  ćemo  ilustri ati  jednim 
primjerom.  Pretpostavimo  da  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog  papira  221 )7.0(=σ ,  varijanca  drugog 
22
2 )4.0(=σ ,  a  koeficijent  korelacije  povrata  ta  dva 
vrijednosna papira je pozitivan i iznosi  0.5=ρ . 
Relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  koji 
minimizira varijancu (minimizira rizik) je: 
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Ako vrijednost za udjel prvog vrijednosnog papira uvrstimo u jednadžbu (2) onda je varijanca portfolija: 
 
1589,0=0133.0+1444.0+0012.0=
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Varijanca  portfolija  je  15,89%  dok  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog papira 70% a drugog 40%. 
Glavni  ulazni  podaci  u  Markowitz‐u  modelu 
optimizacije portfolija su očekivani prinosi i varijanca 
očekivanih  prinosa  vrijednosnih  papira.  U  realnoj 
situaciji investitorima stoje na raspolaganju ulaganja u 
više  od  dva  vrijednosna  papira.  Potrebno  je  donijeti 
, a koeficijent korelacije povrata ta dva 
vrijednosna papira je pozitivan i iznosi p=0.5.
Relativni udjel prvog vrijednosnog papira koji 
minimizira varijancu (minimizira rizik) je:
Ako vrijednost za udjel prvog vrijednosnog papira uvrstimo u jednadžbu (2) onda je varijanca portfolija:
Varijanca portfolija je 15,89% dok je varijanca 
prvog vrijednosnog papira 70% a drugog 40%.
Glavni ulazni podaci u Markowitz-u modelu 
optimizacije portfolija su očekivani prinosi i 
varijanca očekivanih prinosa vrijednosnih papira. U 
realnoj situaciji investitorima stoje na raspolaganju 
ulaganja u više od dva vrijednosna papira. Potrebno 
je donijeti odluku koja istodobno ima dva cilja. Prvi je 
minimizacija rizika portfolija a drugi maksimizacija 
prinosa portfolija. 
Investitor raspolaže podacima o očekivanom 
povratu svakog vrijednosnog papira u portfoliju Ri 
i varijancama prinosa 
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odluku  koja  istodobno  ima  dva  cilja.  Prvi  je 
minimizacija  rizika  portfolija  a  drugi  maksimizacija 
prinosa portfolija.  
 
Investitor raspolaže podacima o očekivanom povratu 
svakog  vrijednosnog  papira  u  portfoliju  Ri  i 
varijancama  ri s   2iσ   na  temelju  kojih  se  može 
izračunati  matrica  kovarijanci  ijσ   (ili  koeficijenata 
korelacije  ijρ ).  Ta Markowitzova  teorija  o  strukturi 
portfolija je ključna točka suvremene teorije portfolija.  
U matematičkom obliku ciljevi su: 
)6(∑ σww∑min
n
1=i
ijji
n
1=j
  
                         E≥R∑w i
n
1=i
i      
                            1=∑w
n
1=i
i ,  n,...,2,1=i,0≥wi  
Takav  model  temeljen  na  varijanci  i  očekivanim 
prinosima  vrijednosnih  papira  u  portfoliju  nije 
praktičan  za  uporabu.  Naime,  investitorima  je  na 
raspolaganju veći broj različitih vrijednosnih papira, a 
iznos  novca  za  ulaganja  je  ograničen.  Zato  je  bitan 
prvi  korak  kojim  se  selektiraju  vrijednosni  papiri  u 
portfoliju na temelju njihova povrata.  
U  radu se promatraju povrati vrijednosnih papira na 
tržištu   u posljednjih  četrdeset perioda  (period može 
biti  dan,  tjedan,  mjesec).  Biramo  deset  vrijednosnih 
papira  s  najvećim  povratima..  Potom  slijedi  drugi 
korak u kojem se implementira genetički algoritam za 
izračunavanje udjela vrijednosnih papira u portfoliju. 
Genetički  algoritam  rješava  problem  optimizacije 
portfolija  tako  što  u  svakoj  generacije  jedinki  čuva 
najbolja rješenja, najpovoljniji odnos između povrata i 
rizika portfolija. 
3.  GENETIČKI  ALGORITAM  I  OPTIMIZACIJA 
PORTFOLIJA 
Logika  genetičkog  algoritma  se  temelji  na  ideji 
opstanka  najprilagođenijih  i  najsnažnijih  jedinki  u 
populaciji.  Zato  su  potrebne  samo  tri  operacije 
selekcija, križanje, mutacija  i  funkcija dobrote  (fitness 
function).  Ona  ocjenjuje  sve  jedinke  populacije 
(kromosomi)  u  generaciji    i  među  njima  selektira 
najbolje.  Najbolje  jedinke  sa  svojim  genetskim 
materijalom  imaju  najveću  vjerojatnost  izbora  za 
križanje i tako se reproducira nova generacija (jedinke 
populacije)  jedinki s najboljim genetskim materijalom 
(genima).  
Četiri su ključna svojstva genetičkog algoritma [2]:  
1. Parametri i njihovo kodiranje  
Parametri  su  objekti  optimizacije  genetičkih 
algoritama.  Osnovni  cilj  optimizacije  je  pronaći 
najbolju  kombinaciju  parametara  za  postavljeni 
problem.  Parametri  se  najčešće  prikazuju  (kodiraju) 
binarnim znamenkama (kao string binarnih znamenki 
0  i  1).  Kodirati  se  parametri  mogu  i  u  dekadnom 
brojevnom sustavu.   
      2. Paralelizam 
Genetički  algoritmi  simultano  analiziraju  točke 
distribuirane u različitim dijelovima prostora mogućih 
rješenja.  Za  razliku  od  njih  standardni  algoritmi 
optimizacije  promatraju  (analiziraju)  u  jednom 
trenutku  samo  jednu  točku  u  prostoru  mogućih 
rješenja.  Takav  je  primjer  algoritam  linearnog 
programiranja koji se nizom slijednih koraka (iteracija) 
poboljšava  funkcija  cilja  pomjerajući  se    od  jedne  k 
drugoj točki u nekom lokalnom području.   
  temelju kojih se može 
izračunati matrica kovarijanci 
Brano Markić 
OPTIMIZACIJA PORTFOLIJA I EVOLUCIJSKI ALGORITMI 
Informatologia, 41, 2008., 4  
 
 
ISSN 1330‐0067                                                                                                                         Coden: IORME7 
odluku  koja  istodobno  ima  dva  cilja.  Prvi  je 
minimizacija  rizika  portfolija  a  drugi  maksimizacija 
prinosa portfolija.  
 
Investitor raspolaže podacima o očekivanom povratu 
svakog  vrijednosnog  papira  u  portfoliju  Ri  i 
varijancama  prinosa  2iσ   na  temelju  kojih  se  može 
izračunati  matrica  kovarijanci  ijσ   (ili  koeficijenata 
korelacije  ijρ ).  Ta Markowitzova  teorija  o  strukturi 
portfolija je ključna točka suvremene teorije portfolija.  
U matematičkom obliku ciljevi su: 
)6(∑ σww∑min
n
1=i
ijji
n
1=j
  
                         E≥R∑w i
n
1=i
i      
                            1=∑w
n
1=i
i ,  n,...,2,1=i,0≥wi  
Takav  model  temeljen  na  varijanci  i  očekivanim 
prinosima  vrijednosnih  papira  u  portfoliju  nije 
praktičan  za  uporabu.  Naime,  investitorima  je  na 
raspolaganju veći broj različitih vrijednosnih papira, a 
iznos  novca  za  ulaganja  je  ograničen.  Zato  je  bitan 
prvi  korak  kojim  se  selektiraju  vrijednosni  papiri  u 
portfoliju na temelju njihova povrata.  
U  radu se promatraju povrati vrijednosnih papira na 
tržištu   u posljednjih  četrdeset perioda  (period može 
biti  dan,  tjedan,  mjesec).  Biramo  deset  vrijednosnih 
papira  s  najvećim  povratima..  Potom  slijedi  drugi 
korak u kojem se implementira genetički algoritam za 
izračunavanje udjela vrijednosnih papira u portfoliju. 
Genetički  algoritam  rješava  problem  optimizacije 
portfolija  tako  što  u  svakoj  generacije  jedinki  čuva 
najbolja rješenja, najpovoljniji odnos između povrata i 
rizika portfolija. 
3.  GENETIČKI  ALGORITAM  I  OPTIMIZACIJA 
PORTFOLIJA 
Logika  genetičkog  algoritma  se  temelji  na  ideji 
opstanka  najprilagođenijih  i  najsnažnijih  jedinki  u 
populaciji.  Zato  su  potrebne  samo  tri  operacije 
selekcija, križanje, mutacija  i  funkcija dobrote  (fitness 
function).  Ona  ocjenjuje  sve  jedinke  populacije 
(kromosomi)  u  generaciji    i  među  njima  selektira 
najbolje.  Najbolje  jedinke  sa  svojim  genetskim 
materijalom  imaju  najveću  vjerojatnost  izbora  za 
križanje i tako se reproducira nova generacija (jedinke 
populacije)  jedinki s najboljim genetskim materijalom 
(genima).  
Četiri su ključna svojstva genetičkog algoritma [2]:  
1. Parametri i njihovo kodiranje  
Parametri  su  objekti  optimizacije  genetičkih 
algoritama.  Osnovni  cilj  optimizacije  je  pronaći 
najbolju  kombinaciju  parametara  za  postavljeni 
problem.  Parametri  se  najčešće  prikazuju  (kodiraju) 
binarnim znamenkama (kao string binarnih znamenki 
0  i  1).  Kodirati  se  parametri  mogu  i  u  dekadnom 
brojevnom sustavu.   
      2. Paralelizam 
Genetički  algoritmi  simultano  analiziraju  točke 
distribuirane u različitim dijelovima prostora mogućih 
rješenja.  Za  razliku  od  njih  standardni  algoritmi 
optimizacije  promatraju  (analiziraju)  u  jednom 
trenutku  samo  jednu  točku  u  prostoru  mogućih 
rješenja.  Takav  je  primjer  algoritam  linearnog 
programiranja koji se nizom slijednih koraka (iteracija) 
poboljšava  funkcija  cilja  pomjerajući  se    od  jedne  k 
drugoj točki u nekom lokalnom području.   
 i  koeficijenata 
korelacije pij). Ta Markowitzova teorija o strukturi 
portfolija je ključna točka suvremene teorije 
portfolija. 
U matematičkom bliku cilj vi su:
raspolaganju veći broj različitih vrijednosnih papira, 
a iznos novca za ulaganja je ograničen. Zato je bitan 
prvi korak kojim se selektiraju vrijednosni papiri u 
portfoliju na temelju njihova povrata. 
U radu se promatraju povrati vrijednosnih 
papira na tržištu u poslj jih četrdeset perioda 
(period može biti dan, tjedan, mjesec). Biramo deset 
vrijednosnih papira s najvećim povratima.. Potom 
slijedi drugi korak u kojem se implementira genetički 
algoritam za iz ačunavanje udjela vrijednosnih 
papira u portfoliju. Genetički algoritam rješava 
problem optimizacije portfolija tako što u svakoj 
generacije jedinki čuva najbolja rješenja, najpovoljniji 
odnos između povrata i rizika portfolija.
3. GENETIČKI ALGORITAM I 
OPTIMIZACIJA PORTFOLIJA
Logika genetičkog algoritma se temelji na ideji 
opstanka najprilagođenijih i najsnažnijih jedinki 
u populaciji. Zato su potrebne samo tri operacije 
selekcija, križanje, mutacija i funkcija dobrote (fitness 
function). Ona ocjenjuje sve jedinke populacije 
(kromosomi) u generaciji i među njima selektira 
najbolje. Najbolje jedinke sa svojim genetskim 
materijalom imaju najveću vjerojatnost izbora 
za križanje i tako se reproducira nova generacija 
(jedinke populacije) jedinki s najboljim genetskim 
materijalom (genima). 
Četiri su ključna svojstva genetičkog algoritma [2]: 
1. Parametri i njihovo kodiranje 
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Koeficijent  korelacije  ρ   između dva vrijednosn  papi   se  izračunava  kao  omjer njihovih  kovarijanci    ( 12σ )  i 
standardnih devijacija  1σ  i  2σ  tj. 
21
12
σσ
σ
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Na  temelju  jednadžbe  (5)  slijedi  da  će  varijanca  biti 
najmanja za  -1=ρ   n jveća za  1+=ρ . 
Navedene  za ljučke  ćemo  ilustrirati  jednim 
primje om.  Pretp stavimo d   je  varijanca prvog 
vrijednosnog papira  221 )7.0(=σ ,  varijanca  drugog 
22
2 )4.0(=σ ,  a  koeficij nt  korelacije  povrat ta  dva 
vrijednosna papira je pozitivan i iznosi  0.5=ρ . 
Relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  pap ra  koji 
minimizira  arija cu (minim zir  r zik) je: 
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Ako vrijednost za udjel prvog vrijednosnog papira uvrstimo u jednadžbu (2) onda je varijanca portfolija: 
 
1589,0=133.0+1444.0+012.0=
=)4.0)(7.0)(5.0)(95.0)(05.0(2+)4.0(95.0+)7.0(05.0=
=σρσ)w-1(w2+σ)w-1(+σw=σ
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Varijanca  portfolija  je 15,89%  dok  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog papira 70% a drugog 40%. 
Glavni  ulazni  podaci  u  Markowitz‐u  modelu 
optimizacije portf lija su oček van prinosi i varijanca 
oček va ih  prinosa  vrij dnosnih  papir .  U  realnoj 
situaciji investit rima stoje n  r spolaganju ulaganja u 
više  od  dva  vrijednosn   papira.  Potrebno  je  donijeti 
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Koeficijent  korelacije  ρ   između dva vrijednosna papira  se  izračunava  kao  omjer njihovih  kovarijanci    ( 12σ )  i 
standardnih devijacija  1σ  i  2σ  tj. 
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=ρ . Zato jednadžba (4) se može zapisati: 
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Na  temelju  jednadžbe  (5)  slijedi  da  će  varijanca  biti 
najmanja za  -1=ρ  a najveća za  1+=ρ . 
Navedene  zaključke  ćemo  ilustrirati  jednim 
primjerom.  Pretpostavimo    j   varijanca  prvog 
vrijednosnog  papira  221 )7.0(=σ ,  varijanca  drugog 
22
2 )4.0(=σ ,  a  koeficijent  korelacije  povrata  ta  dva 
vrijednosna papira je pozitivan i iznosi  0.5=ρ . 
Relativni  udjel  prvog  vrijednosnog  papira  koji 
minimizira varijancu (minimizira rizik) je: 
 
05.0=
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02.0
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Ako vrijednost za udjel prvog vrijednosnog papira uvrstimo u jednadžbu (2) onda je varijanca portfolija: 
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Varijanca  portfolija  je  15,89%  dok  je  varijanca  prvog 
vrijednosnog papira 70% a drugog 40%. 
Glavni  ulazni  podaci  u  Markowitz‐u  modelu 
optimizacije portfolija su očekivani prinosi i varijanca 
očekivanih  prinos   vrijednosnih  pap ra.  U  realnoj 
situaciji investitorima stoje na raspolaganju ulaganja u 
više  od  dva  vrijednosna  papira.  Potrebno  je  donijeti 
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odluku  koja  istodobno  ima  dva  cilja.  Prvi  je 
minimizacija  rizika  portfolija  a  drugi  maksimiz cija 
prinosa portfolij .  
 
Investitor raspolaže podacima o očekivano  povratu 
svakog  vrijednosnog  papira  u  portfoliju  Ri  i 
rijancama  prinosa  2iσ   na  temelju  kojih  se  može 
izračunati  matrica  kovarijanci  ijσ   (ili  koeficijenata 
korelacije  ijρ ).  Ta Markowitzova  teorija  o  strukturi 
portfolija je ključna točka suvremene teorije portfolija.  
U matematičkom obliku ciljevi su: 
)6(∑ σww∑min
n
1=i
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1=j
  
                         E≥R∑w i
n
1=i
i      
                            1=∑w
n
1=i
i ,  n,...,2,1=i,0≥wi  
Takav  model  temeljen  na  varijanci  i  očekivanim 
prinosima  vrijednosnih  papira  u  portfoliju  nije 
praktičan  za  uporabu.  aime,  investitorima  je  na 
raspolaganju veći broj različitih vrijednosnih papir , a 
iznos  novca  za  ul ganja  je  ograničen.  Zato  je  bita  
prvi  kor k  kojim  se  selektiraju  vrijedn sni  papiri  u 
portfoliju na temelju njihova povrata.  
U  radu se promatraju povrati vrijednosnih papira na 
tržištu   u posljednjih  četrd set peri da  (period može 
biti  da ,  tjed n,  mjesec).  Biramo  deset  vrijednosnih 
papira  s  najvećim  povratima..  Potom  slijedi  drugi 
korak u kojem se implement r  genetički algoritam za 
izračunavanje udj la vrijednosnih papira u portfolij . 
Genetički  algoritam  rješava  problem  optimizacije 
rtf lija  tako  što  u  svakoj generacije  jedinki  čuva 
najbolja rješenja, najpovoljniji odnos između povrata i 
rizika portfolija. 
3.  GENETIČKI  ALGORITAM  I  OPTIMIZACIJA 
PORTFOLIJA 
Logika  genetičkog  algoritma  se  temelji  n   ideji 
opstanka  naj r lagođenijih  i  n jsnažnijih  jed nki  u 
populaciji.  Zato  s potrebne  sam   tri  ope acije 
selekcija, križanje, mutacija  i  funkcija dobrote  (fitness 
function).  Ona  ocjenju e sve  jedinke  populacije 
(kromosomi)  u  generaciji    i  među nji a  selektira
najbolje.  Najbolje  jedinke  sa  svojim  genetskim 
materijalom  imaju  najveću  jerojatnost  izbora  za 
križanje i tako se reproducira nova generacija (jedinke 
populacije)  jedinki s najboljim genetskim materijalom 
(genima).  
Četiri su ključna svojstva genetičkog algoritma [2]:  
1. Parametri i njihovo kodiranje  
Parametri  su  objekti  optimizacije  genetičkih 
algoritama.  Osnovni  cilj  optimizacije  je  pronaći 
najbolju  kombinaciju  parametara  za  postavljeni 
problem.  Parametri  se  najčešće  prikazuju  (kodiraju) 
bin rnim znamenkama (kao string binarnih znamenki 
0  i  1).  Kodirati  se  parametri  mogu  i  u  dekadnom 
brojev om sustavu.   
      2. Paralelizam 
Genetički  algoritmi  simultano  analiziraju  točke 
distribuirane u različitim dijelovima prostora mogućih 
rješenja.  Za  razliku  od  njih  standardni  algoritmi 
optimizacije  promatraju  (analiziraju)  u  jednom 
trenutku  samo  jednu  točku  u  prostoru  mogućih 
rješenja.  Takav  je  primjer  algoritam  linearnog 
programiranja koji se nizom slijednih koraka (iteracija) 
poboljšava  funkcija  cilja  pomjerajući  se    od  jedne  k 
drugoj točki u nekom lokalnom području.   
 Takav model temeljen na varijanci i očekivanim 
prinosima vrijednosnih papira u portfoliju nije 
praktičan za uporabu. Naime, in estitorima je na 
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Parametri su objekti optimizacije genetičkih 
algoritama. Osnovni cilj optimizacije je pronaći 
najbolju kombinaciju parametara za postavljeni 
problem. Parametri se najčešće prikazuju (kodiraju) 
binarnim znamenkama (kao string binarnih 
znamenki 0 i 1). Kodirati se parametri mogu i u 
dekadnom brojevnom sustavu. 
2. Paralelizam
Genetički algoritmi simultano analiziraju točke 
distribuirane u različitim dijelovima prostora 
mogućih rješenja. Za razliku od njih standardni 
algoritmi optimizacije promatraju (analiziraju) 
u jednom trenutku samo jednu točku u prostoru 
mogućih rješenja. Takav je primjer algoritam 
linearnog programiranja koji se nizom slijednih 
koraka (iteracija) poboljšava funkcija cilja 
pomjerajući se od jedne k drugoj točki u nekom 
lokalnom području. 
3. Funkcija cilja 
Bitna komponenta genetičkog algoritma je 
određeni oblik funkcije cilja ili funkcije dobrote 
(fitness function). Ona je ključ selekcije jedinki u 
rješenju problema jer je svaka jedinka populacije 
potencijalno rješenje. 
4. Pravila izbora i evaluacije
Istraživanje prostora rješenja se temelji na 
stohastici. Tako genetički algoritam izbjegava 
opasnost “zarobljavanja” u lokalne ekstreme. 
Jedinke populacije u jednoj generaciji određuju 
kandidate (jedinke) za sljedeće generacije.
Osnovne korake genetičkog algoritma čini 
sljedeći niz:
1.Generirati polaznu generaciju
2.  Evaluirati svaku jedinku populacije i njezin 
doprinos funkciji dobrote (fitness function) 
3. Ponavljati:
• Odabrati jedinke za križanje (roditelje) iz 
populacije
• Spariti roditelje i dobiti potomke
• Evaluirati doprinos potomaka funkciji dobrote
• Zamijeniti staru populaciju potomcima
•  Sve dok se ne pronađe zadovoljavajuće rješenje 
[6].
Slika 1. Genetički algoritam
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3.1. Optimizacija portfolija genetičkim 
algoritmom – eksperimentalni rezultati
Korake genetičkog algoritma ćemo prikazati u 
softverskom obliku u procesu optimizacije portfolija 
vrijednosnih papira. Vrijednosne papire u porfolijo 
je moguće odabrati na različite načine. U radu se 
vrijednosni papiri biraju na temelju analize povrata 
deset vrijednosnih papira koji u posljednju godinu 
dana (mjesečni prosjeci) imaju najveće prinose. Ti 
vrijednosni papiri čine portfolijo. 
Prvi je korak generirati populaciju udjela u 
portfoliju sastavljenom od deset vrijednosnih 
papira. To osigurava sljedeća procedura u Visual 
Basicu .Net:
Public Sub populacija()
Dim j As Integer, i%, 
Dim b As Single
Dim z(99) As Single
Erase v()
For i = 0 To 99
 For j = 0 To 9
  Randomize
  b = Round(Rnd(), 6)
  v(i, j) = b ‘udjel vrijednosnice j u 
portfoliu
 Next j
Next i
For i = 0 To 99
 z(i) = 0
 For j = 0 To 9
  z(i) = Round(z(i) + v(i, j), 6)
 Next j
Next i
Erase w()
 Grid1(0).Cols = 10
 Grid1(0).Rows = 100
 Grid1(0).ColWidth(-1) = 6 * 
Me.TextWidth(“H”)
For i = 0 To 99
For j = 0 To 9
w(i, j) = Round(v(i, j) / z(i), 4) ‘udjel vrijednosnice 
j u portfoliu preracunat
Grid1(0).Row = i
Grid1(0).Col = j
Grid1(0).TextMatrix(i, j) = w(i, j)
Next j
Next i
End Sub
Generira se tablica koja predstavlja populaciju 
jedinki (kromosoma) a svaki redak je jedinka u kojoj 
vrijednosti reprezentiraju udjele deset odabranih 
vrijednosnih papira (Tablica 1.).
Tablica 1. Početna populacija udjela vrijednosnih papira u portfoliju
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Nakon generiranja 100 jedinki (tj. sto različitih 
portfolija) potrebno je izračunati povrate 100 
portfolija. Model podataka portfolija sadrži podatke 
o dnevnim promjenama cijena vrijednosnih 
papira na temelju kojih se izračunavaju mjesečni 
prosjeci. Tablica 2. prikazuje prosječne povrate 10 
vrijednosnih papira u posljednjih četrdeset mjeseci 
(stupci tablice su vrijednosni papiri, jedan redak je 
portfolijo i čuva informaciju o prosječnom povratu 
svakog vrijednosnog papira u portfoliju). 
Tablica 2. Prosječni povrati vrijednosnih papira u portfoliju u posljednjih četrdeset mjeseci
Na temelju prosječnih povrata izračunavaju 
se kovarijance za deset vrijednosnih papira u 
portfoliju. Kovarijanca prinose vrijednosnih papira 
se izračunava na temelju (7):
pri čemu je:
rD(i,j) - polje prosječnih mjesečnih povrata j-tog 
vrijednosnog papira u svakom od 40 mjeseci 
r(j) – prosječni povrat j–tog vrijednosnog papira 
za cijelo razdoblje i izračunava se u sljedećoj logičkoj 
strukturi petlje:
For j = 0 To 9
z = 0
For i = 0 To 39
z = z + rD(i, j)
Next i
r(j) = Round(z / 40, 6)
Next j
Izračunavanje kovarijace prihoda portfolija 
omogućuje sljedeća procedura:
Public Sub Kovarijanca_Click()
Dim k As Integer, i%, j%
For k = 0 To 9
For j = 0 To 9
cov(k, j) = 0
For i = 0 To 39
cov(k, j) = cov(k, j) + (rD(i, j) - r(j)) * (rD(i, k) - r(k))
Next i
cov(k, j) = Round(cov(k, j) / 10, 6)
Next j
Next k
End Sub
Aktiviranjem procedure Kovarijanca_Click() 
dobivaju se kovarijance povrata vrijednosnih papira. 
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rD(i,j)  ‐ polje prosječnih mjesečnih povrata  j‐
tog  vrijednosnog  papira  u  svakom  od  40 
mjeseci  
r(j)  –  prosječni  povrat  j–tog  vrijednosnog 
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Za podatke iz Tablice 2 matrica kovarijanci je dana u 
sljedećoj tablici:
Tablica 3. Matrica kovarijanci povrata vrijednosnih papira
Kovarijanca pokazuje koliko se varijacije prinosa 
dva vrijednosna papira „slažu“ u posljednjih 
četrdeset perioda. 
3.1.1 Operacije selekcije i križanja
Nakon generiranja udjela vrijednosnih papira 
u portfoliju (početne populacije, izračunavanja 
prosječnih povrata, kovarijanci portfolija potrebno 
je odabrati jedinke populacije za križanje. 
Odabir jedinki za križanje se obavlja slučajno 
generiranim brojevima tako da jedinke koje 
doprinose više funkciji dobrote imaju veću 
Treći korak je normiranje vrijednosti jedinke u 
odnosu na cijelu populaciju: 
 
Iz n vjerojatnosti dobiva se i n kumulativnih 
vrijednosti .
Jedinke
Normiranje
vrijednosti
jedinke
Kumulativna
vjerojatnost
x1 0.20 q1 0.20
x2 0.30 q2 0.50
x3 0.16 q3 0.66
x4 0.14 q4 0.80
x5 0.20 q5 1.00
vjerojatnost izbora za križanje (roulette wheel). 
Prvo se ozračunavaju vrijednosti funkcije dobrote 
za svaku jedinku populacije F(xi), i=1,2,..n. Potom 
se zbroje vrijednosti fukcije dobrote svih jedinki 
populacije . 
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Operacija selekcije se obavlja tako što se generira 
slučajni broj tє[0,1] i odabere jedinka xi za koju je:
Rezultat operacije selekcije je međupopulacija iz 
koje križanjem roditelja (dvije jedinke) generiraju 
dva potomka koji nose genetski materijal roditelja. 
U radu se primjenjuje jednotočkasto križanje. 
Zato je potrebno generirati slučajno točku križanja 
kromosoma. Zamijena desnih dijelova kromozoma 
tvori potomke za sljedeću populaciju. Ilustraciju 
križanja kromosoma predočava sljedeća slika:
Zato što zbroj udjela u portfoliju mora biti 1, 
potrebno je normalizirati rezultat križanja što 
prikazuje sljedeća slika:
Slika 2. Rezultat križanja jedinki populacije
Slika 3. Normalizacija udjela portfolija nakon križanja
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                                11 qtjeakox < ;  ii qtq ≤<−1                    i = 1, 2, ..., n. 
Programsko rješenje opisane operacije selekcije u genetičkom je sljedeća procedura: 
Public Sub IzborZaKrizanje() 
Dim k As Integer, % j, %t, %r 
Dim u As Single 
Dim vl As Single 
     j = 0 
Do While j < 100 
u = Tex(j) 
        k = 0 
          Do While k < 100 
                vl = zbrojPost(k) 
                  If vl > u Then 
                    CrossoverChromosom(j) = k 
                   Exit Do 
                  End If 
                k = k + 1 
              Loop 
j = j + 1 
 Loop 
End Sub                                 
 
Rezultat operacije selekcije je međupopulacija iz koje 
križanjem  roditelja  (dvije  jedinke)  generiraju  dva 
potomka  koji  nose  genetski  materijal  roditelja.  U 
radu  se  primjenjuje  jednotočkasto  križanje.  Zato  je 
Programsko rješenje opisane operacije selekcije u 
genetičkom je sljedeća procedura:
Public Sub IzborZaKrizanje()
Dim k As Integer, % j, %t, %r
Dim u As Single
Dim vl As Single
j = 0
Do While j < 100
u = Tex(j)
   k = 0
    Do While k < 100
     vl = zbrojPost(k)
     If vl > u 
Then
       
CrossoverChromosom(j) = k
      Exit Do
      End If
     k = k + 1
    Loop
j = j + 1
Loop
End Sub 
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Prinos portfolija je određen funkcijom 
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Slika 2. Rezultat križanja jedinki populacije 
Zato što zbroj udjela u portfoliju mora biti 1, potrebno je normalizirati rezultat križanja što prikazuje sljedeća slika: 
 
Slika 3. Normalizacija udjela portfolija nakon križanja 
Prinos portfolija    je određen  funkcijom    i
n
i
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 [1] nastoji maksimizirati odnos između očekivanih prinosa portfolija i rizika. 
Nakon  100  generacija  porfolija  vrijednosnih  papira 
pri  čemu  se  u  svakoj  generaciji  pronalaze  jedinke  s 
najboljim  odnosom  između  očekivanog  povrata  i 
rizika portfolija bira se najbolji (efikasan) portfolijo. 
Izračunavanje varijance svakog portfolija (ukupno sto 
portfolija)  u  populaciji  omogućuju  sljedeće  logičke 
strukture petlje: 
For k = 0 To 99 
SDp(k) = 0 
For i = 0 To 9 
For j = 0 To 9 
SDp(k) = SDp(k) + w(k, i) * w(k, j) * cov(i, j) 
Točka križanja 
w1  w2  w3  w4  w5  w6 w7 w9 w10 w8
 a rizik ulaganja izrazom. 
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. 
Funkcija dobrote 
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Slika 2. Rezultat križanja jedinki po ulacije 
Zato što zbroj udjela u portfoliju mora biti 1, potrebno je normalizirati rezultat križanja što prikazuje sljedeća slika: 
 
Slika 3. Normalizacija udjela portfolija nakon križanja 
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 [1] nastoji maksimizirati odnos između očekivanih prinosa portfolija i rizika. 
Nakon  100  generacija  porfolija  vrijednosnih  papira 
pri  čemu  se  u  svakoj  generaciji  pronalaze  jedinke  s 
najboljim  odnosom  između  očekivanog  povrata  i 
rizika portfolija bira se najbolji (efikasan) portfolijo. 
Izračunavanje varijance svakog portfolija (ukupno sto 
portfolija)  u  populaciji  omogućuju  sljedeće  logičke 
strukture petlje: 
For k = 0 To 99 
SDp(k) = 0 
For i = 0 To 9 
For j = 0 To 9 
SDp(k) = SDp(k) + w(k, i) * w(k, j) * cov(i, j) 
Točka križanja 
w1  w2  w3  w4  w5  w6 w7 w9 w10 w8
[1] nastoji maksimizirati odnos između očekivanih 
prinosa portfolija i rizika.
Nak n 100 generac ja porfolija rijednosnih 
papira pri čemu se u svakoj generaciji pronalaze 
jedinke s najboljim odnosom između očekivanog 
povrata i rizika portfolija bira se najbolji (efikasan) 
portfolijo.
Izračunavanje varijance svakog portfolija (ukupno 
sto portfolija) u populaciji omogućuju sljedeće 
logičke strukture petlje:
For k = 0 To 99
 SDp(k) = 0
 For i = 0 To 9
 For j = 0 To 9
 SDp(k) = SDp(k) + w(k, i) * w(k, j) * cov(i, j)
 Next j
Next i
 SDp(k) = Round(SDp(k), 6)
 List3.AddItem (SDp(k))
Next k
Rezultat primjene genetičkog algoritma prikazuje 
sljedeća slika:
Vidljiv je očekivani povrat od 14.9%, rizik 
(standardna devijacija portfolija) 0.85% te udjeli 
vrijednosnih papira w1=15.21%; w2=13.19%; 
w3=9.83%; w4=6.62%; w5=11.44%; w6=15.05%; 
w7=9.06%; w8=8.93%; w9=4.49% i w10=6.19%.
Postignut je cilj optimizacije odnosa između 
povrata i rizika portfolija vrijednosnih papira kroz 
niz generacijskih ciklusa (200 generacijsk h ciklusa). 
Svojstva početne populacije jedinki (relativni udjeli 
deset vrijednosnih papira u portfoliju) u procesu 
selekcije, križanja i mutacije omogućuju kreiranje 
jedinke koja u nizu od dvjesto generacija (broj 
generacija se može povećati što je jednostavno u 
prikazanom softverskom rješenju) daje najbolji 
odnos povrat / rizik portfolija. 
4. ZAKLJUČAK
Optimizacija portfolija vrijednosnih papira složen 
je teorijski i aplikativni zadatak. U teorijskom smislu 
je složen zato što istodobno nastoji postići dva cilja: 
maksimizirati očekivane prinose i minimizirati 
rizik ulaganja u portfolijo. Iz ta dva istodobna 
cilja slijedi i aplikativna složenost posebno kada 
broj vrijednosnih papira u portfoliju nije malen. 
Genetički algoritam se pokazao izvrsnom metodom 
koja svojim operacijama selekcije, križanja i mutacije 
u nizu generacija selektira najbolje kromosome 
i približava se efikasnom portfoliju (generaciji 
koja sadrži jedinku s relativnim udjelima koji 
reprezentiraju najbolji odnos povrat/rizik). U radu je 
prezentiran i originalni računalni program prisan u 
Visual Basic .Net-u. Razvojni alat Visual Studio .Net 
je pokazao zadovoljavajuću razvojnu i aplikabilnu 
moć. 
U radu je mutacija postavljena na 5%, a 
vjerojatnost križanja na 1. Eksperimentalni rezultati 
za populaciju od sto jedinki nakon 200 generacija 
je pokazao zadovoljavajuća rješenja. Rješenje se u 
potpunosti temelji na postuku traženja i optimiranja 
inspiriranim biološkom evolucijom.
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